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INSTRUCCIONES GENERALES

� Los alumnos que aprobaron el examen parcial han de elegir 4 entre
los ejercicios 2, 3, 4, 5, 6 y 8. Todos tienen la misma puntuación.

� Loa alumnos que no aprobaron el examen parcial contestarán a 6 ejer-
cicios: los ejercicios 1, 3, 6, 7, y eligen uno entre el 2 y el 8, y
otro entre el 4 y el 5. Los 6 problemas tienen la misma puntuación.

EJERCICIOS

1. Estudiar las soluciones del sistema de ecuaciones lineales8>><>>:
�x+ y + z = 1

x+ �y + z = �

x+ y + �z = �2

según los valores de �:

2. Se supone que la posición de una partícula en el plano, en el instante t,
esta determinada por la posición en el instante t�1 según las ecuaciones�

xt
yt

�
=

�
1

3

��
2 1
1 2

��
xt�1
yt�1

�
:

Si la posición inicial es
�
x0
y0

�
tal que, x0+y0 = 1; estudiar la posición

límite de la partícula al hacer t! +1

3. Dada la función

f (x) =
x2

x2 � 1 ;

se pide:

(a) Dominio.

(b) Asíntotas.
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(c) Monotonía (crecimiento y decrecimiento) y extremos relativos.

(d) Representación Grá�ca (utilizando los cálculos anteriores).

4. Calcula el valor del parámetro a 2 R; sabiendo queZ a

0

x:exdx = 1:

5. Halla el Polinomio de Taylor de grado 2 de la función

f(x) = arctan(x+ 1)

en torno a x = 0 (Desarrollo de McLaurin). Utiliza el resultado anterior
para calcular aproximadamente el valor de arctan(1:2):

6. Determina a y b para que la función

f(x) =

�
x2 � 5x+ a; si x � 0
bx+ 6; si x > 0

sea continua y derivable en su dominio.

7. �PARADOJA DEL CORREDOR" - Zenón de Elea (495-435 a.C.) -
Un corredor nunca puede llegar a la meta. En efecto, para correr, debe
cubrir primero la mitad del trayecto, luego la mitad de la distancia que
queda, luego la mitad de la mitad,...y así sucesivamente.
Supongamos que la velocidad es constante y que tarda T minutos en
recorrer la primera mitad.
Hállese una SERIE que describa el tiempo total que necesita para recor-
rer la totalidad del trayecto y calcúlese dicho tiempo (Suma de la SE-
RIE).

8. Resuelve el sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias�
x0 = 2x+ 2y
y0 = x+ 3y

;

junto con el dato inicial (x(0); y (0)) = (2; 3) :
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SOLUCIONES

1. Realizamos operaciones elementales con la matriz ampliada asociada.
suponemos paraa ello que � 6= �1; � 6= 0 :0@ � 1 1 1

1 � 1 �
1 1 � �2

1A s

0@ � 1 1 1
1 � 1 �
0 1-� �� 1 �2 � �

1A s0@ � 1 1 1
� �2 � �2

0 1� � �� 1 �2 � �

1A s

0@ � 1 1 1
0 �2 � 1 �� 1 �2 � 1
0 1� � �� 1 �2 � �

1A s0@ � 1 1 1
0 �2 � 1 �� 1 �2 � 1
0 1� �2 �2 � 1

�
�2 � �

�
(�+ 1)

1A s

s

0@ � 1 1 1
0 �2 � 1 �� 1 �2 � 1
0 0 �2 + �� 2

�
�2 � 1

�
(�+ 1)

1A
Vemos claramente que si � 6= 0; 1;�1;�2 entonces r

�
A
�
= r (A) =

3 = n; y por el Teorema de Rouché-Frobenius se trata de un sistema
compatible determinado.
Supongamos que � = 0 : entonces el rango de la matriz ampliada es 3;
debido a que0@ 0 1 1 1

1 0 1 0
1 1 0 0

1A s

0@ 1 0 1 0
0 1 1 1
1 1 0 0

1A s

0@ 1 0 1 0
0 1 1 1
0 1 �1 0

1A s

0@ 1 0 1 0
0 1 1 1
0 0 �2 �1

1A :
Se trata, gracias al Teorema de Rouché-Frobenius, de un sistema com-
patible determinado.
Si � = 1 entonces r

�
A
�
= r(A) = 1 < n = 3; es pues un sistema

compatible indeterminado (gracias al Teorema de Rouché-Frobenius).
Si � = �1 tenemos la matriz0@ �1 1 1 1

1 �1 1 �1
1 1 �1 1

1A s

0@ �1 1 1 1
0 0 2 0
0 2 0 2

1A
con lo que r

�
A
�
= r(A) = n y se trata, gracias al Teorema de Rouché-

Frobenius, de un sistema compatible determinado.
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Si � = �2 obtenemos un sistema incompatible, para ello basta con re-
alizar operaciones elementales y usar el Teorema de Rouché-Frobenius.
En este caso n = r

�
A
�
= 3 > r(A) = 2:

2. Se deduce con facilidad que si J = C�1AC; ó A = CJC�1; entonces

At = CJ tC�1;

y si J es diagonal, digamos que

J =

�
�1 0
0 �2

�
;

entonces

J t =

�
�t1 0
0 �t2

�
Por tanto si J es la forma diagonal de la matriz A; donde

A =

�
1

3

��
2 1
1 2

�
=

�
2
3

1
3

1
3

2
3

�
;

entonces los autovalores y autovectores asociados son (se omite el cál-
culo) ��

1
1

��
$ 1

y ��
�1
1

��
$ 1

3
:

De esta manera tenemos que la fórmula�
xt
yt

�
=

�
1

3

��
2 1
1 2

��
xt�1
yt�1

�
=

�
2
3

1
3

1
3

2
3

�t�
x0
y0

�
se escribe�

xt
yt

�
=

�
1 �1
1 1

��
1t 0

0
�
1
3

�t �� 1 �1
1 1

��1�
x0
y0

�
=

 
1
2
(x0 + y0) +

1
2

�
1
3

�t
x0 � 1

2

�
1
3

�t
y0

1
2
(x0 + y0)� 1

2

�
1
3

�t
x0 +

1
2

�
1
3

�t
y0

!
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Puesto que (1=3)t ! 0 cuando t! +1;�
xt
yt

�
!

t!+1

�
1
2
(x0 + y0)

1
2
(x0 + y0)

�
y como x0 + y0 = 1 entonces la posición límite es

l =

�
1=2
1=2

�
:

3. Resolvemos el sitema�
x0 = 2x+ 2y
y0 = x+ 3y

; (x(0); y (0)) = (2; 3)

que escrito en forma compacta es

X 0 = AX

con

A =

�
2 2
1 3

�
Diagonalizamos A : D = C�1AC ó A = CDC�1 donde

C =

�
�2 1
1 1

�
; D =

�
1 0
0 4

�
Así X 0 = AX se transforma en

X 0 = CDC�1X

que equivale a
C�1X 0 = DC�1X

esto es
Z 0 = DZ

siendo Z 0 = C�1X 0 y Z = C�1X: Si Z =
�
z1 (t)
z2 (t)

�
entonces el sistema

precedente es �
z01 (t)
z02 (t)

�
=

�
1 0
0 4

��
z1 (t)
z2 (t)

�
Sabemos que la solución general de éste es�

z1 (t)
z2 (t)

�
=

�
C1 exp t
C2 exp 4t

�
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De Z = C�1X se sigue que la solución general es

X = CZ =

�
�2 1
1 1

��
C1 exp (t)
C2 exp (4t)

�
=

�
�2C1et + C2e4t
C1e

t + C2e
4t

�
Como además debe cumplirse la condición inical (x(0); y (0)) = (2; 3)
entonces

2 = �2C1 + C2
3 = C1 + C2

Se tiene que C2 = 8
3
; C1 =

1
3
, y la solución particular pedida es�

x (t)
y (t)

�
=

�
�2
3
et + 8

3
e4t

1
3
et + 8

3
e4t

�
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